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Metodos Numéricos para encontrar raizes de fungdes nédo-lineares

Apds modelar o sistema de poténcia para encontrar o de fluxo de carga, o problema
transforma-se em encontrar raizes de um conjunto de equagdes nao lineares. Assim, nesta
secdo, apresentam-se dois métodos que sdo mais usados: 0 método de Gauss-Seidel e o
método de Newton-Raphson.

A.1) Método de Gauss-Seidel:

O método de Gauss pode ser utilizado para encontrar raizes de uma equacao, quando a
variavel em questdo pode ser isolada.

Exemplo 1: Determine a raiz da funcéao:
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Colocando o termo x como evidéncia tem-se:

x=1 - arctan(x);

A partir desta equacao, pode-se obter uma lei de atualizacéo:

xk*1=1 — arctan(xk) (1.1)
Partindo de um x° =0, esta lei de atualizacéo fard convergir ao valor desejado. Geralmente o

critério de parada ¢ definido como sendo | X% x¥| <tol; com tol=0.001

0 0 1




1 1 0,2146
2 2

30 0,5208 0,5199
Algoritmo:

1) Inicialize as variaveis: x0 = 0; tol = 0.001; maxite =100; cont=0;

2) Avalie: x1 = 1- arctan(x0); cont = cont+1,;

3) Se cont > maxcont; pare e mostre:  ndo convergiu em cont iteragdes’. Caso contrario
va para 4.

4) Se |x1-x0| < tol; pare e mostre ‘convergiu’. Caso contrario faga x0 = x1 e va para

0 passo 2.

Exemplo 2: Método de Gauss-Seidel para sistemas de equacdes lineares:

Dado o sistema de equacdes

2X1 X2 —X3=4 (1.2a)
X1 — 3X2 =2 (1.2b)
X1+ X2+ X3=-1 (1.2¢c)
2 -1 -1\ x 4
1 -3 0 |x,|=]|2 (1.2d)
1 1 1)1x -1
ou A*x =D

- A solucdo direta é obtida usando a inversa da matriz: X1 = 1; X2 = -0.333; X3 =-1.666

- A solucdo por métodos iterativos pode ser obtida colocando em evidéncia X1, X2 € X3 a partir
das equac0es (1.2a)-(1.2c).

X1 = (12)*(4 + X2 + Xa3)

X2 = (-1/3)*(-2 + x1)

X3 = (-1 - X1-X2)

A partir destas equacdes, podem obter-se a lei de atualizagéo:

XKy = (1/2)*(4 + x5 + x53) (1.3a)

XK, = (-1/3)*(-2 + xX1) (1.3b)

XK = (-1 - XK - x%9); (1.3c)
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bi : elemento “i” do vetor b.

N : NUmero de variaveis

i=12,..,N

A equacdo (1.4) descreve a solucdo de sistemas lineares por método de Gauss. O processo
iterativo de Gauss pode ser acelerada utilizando as variaveis ja atualizadas nas equagdes

inferiores da seguinte forma:

XKy = (1/2)*(4 + X2 + x<3) (1.5a)

XKy = (-1/3)*(2 — xk*Ly) (1.5b)

xktly = -1+ XK+ + Xk+12); (1.5¢)
1 i-1 N

Xi= _(bi _Zainxrlfﬂ_ ZaianI:J; (1.6)
& n=1 n=i+1

A equacdo (1.6) descreve a solucdo pelo método de Gauss-Seidel.
Na tabela abaixo é mostrado que pelo método de Gauss-Seidel, o processo toma 13 iteragdes,

enguanto pelo método Gauss 49 iteracdes.

Método de Gauss Método de Gauss-Seidel
k X1 X2 X3 k X1 X2 X3
0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0,666 -1 1 2 0 3
49 1,004 0,3335 -2,331 13 1 0,333 -2,333

A.2) Método de Newton-Raphson

O método leva 0 nome em honor a Issac Newton e Joseph Raphson. A grande vantagem deste
método é a rapida convergéncia que faz que seja muito utilizado em muitas aplicacdes em que

se deseje encontrar raizes de uma equacao ndo linear.

A deducdo da formula do método de Newton Raphson pode ser obtida em forma geométrica

ou por expansdo de séries de Taylor.



Dada a funcéo f(x), deseja-se encontrar
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valor de x que zere a funcdo. Ou seja:
f(x*) =0;

Partindo de uma estimativa inicial x°,

> pode se encontrar uma nova estimativa

x! usando o triangulo de linhas

tracejadas da figura:
tan(0) = [f(x°)-f(0)]/[ x°- x]
= f(x°)/[ x°- x1]

Do célculo diferencial, sabe-se que a inclinacdo da reta tangente que passa por x°, é igual a
derivada nesse ponto. Entédo

df (x°) _f (x°)

51, colocando x* em evidéncia, tem-se:
dx X? =X

xt=x° _(df§x°)] f(x°) (17)

X

A equacdo (1.7) descreve a lei de atualizacdo que pode ser aplicada sucessivamente até
encontrar a raiz.

Para um sistema de dimensdo N, a equacao (1.7) transforma-se em:

Sendo:
X = (X1, X2, ... XN)T;

F(X) = [fl(X), fz(X) fN(X)] T;

XKt = xk —(JacF(X) le(x) (1.7)

X" Jac é a matriz Jacobiana:
- of (x) of (x) |
0%, OXy
Jacg,, = - '
oy(x) ofy (x)
| 0X OX

Na aplicagdo em sistemas de poténcia, 0 nimero de variaveis a serem encontradas depende do

namero de barras que esta na ordem de centenas de barras, entdo, a inversa da matriz




Jacobiana néo ¢ calculada e métodos de triangularizacédo séo utilizados como, por exemplo, 0
método de triangulizacdo de Gauss-Jordam. A equacéo (1.7) pode ser resolvida da seguinte

forma:
XM = x* + Ax
Da mesma forma que no método de Gauss-Seidel, também é comum definir um critério de

(1.8)

convergéncia:

k+1)

<tol oy max{f,(x*")<tol; i=12,..N

k k

A segunda forma é mais utilizada como critério de convergéncia.

Exemplo 3: Encontre a raiz de f(x) = arctan(x) + x -1 e compare com o método de Gauss

desenvolvido no exemplo 1.
f(x) =arctan(x) +x -1 =0
df(x)/dt = 1/(1+x?) + 1;

Algoritmo:
1) Inicialize as variaveis: x0 = 0; tol = 0.001; maxite =20; cont=0;

2) Avalie: x1 = x0 — inv(df(x0)/dt)*f(x0); cont = cont+1;

3) Se cont > maxcont; pare e mostre:  ndo convergiu em cont iteragdes’. Caso contrario
va para 4.

4) Se |f(x1)|< tol; pare e mostre ‘convergiu’. Caso contrario faga x0 = x1 e va para o

passo 2.
K xk f(xK) df(xk)/dt xk+l | f(x¥) | <tol
0 0 -1 2 0.5 Nao
1 0.5 -0.0364 1.8 0.5202 N&o
2 0.502 -0.0001 1.7870 0.5203 Sim

Exemplo 4: Método de Newton-Raphson multivariavel.



Condigdes Iniciais
E(x,.X,) = f (X4 %5) | 4 x,senx,+0,6 {0 X1 _{0
TR, (X4, X5) 4x>-4x,c08 x;+0,3 0 X 1

A matriz Jacobiana é determinada derivando parcialmente as fungdes em relacdo as varidveis.

¢ éfy 8ty
Jr OFza| _ ! <_6E1 _ E_KE
F=—— | =
O X ox1 f a_f-? 6_1:2
P2 2N BXy 89X
4x., cos(x 4sen(X
4x,sen(x,) 8x, —4cos(x,)
max | fi(x¥) | <to
k XK F(x¥) Jac(F(x)) xk+1 I
0 0 0,6 4 0 -0,15 N&o
1 0,3 0 4 0,9250
1 -015 0,04708 3,668 —-0,5977 -0,1663 N&o
0,9250 0,06405 —-0,5529 3,4449 0,9037
21(-01663 0,0014 3,5653 -0,5229 -0,1669 Nao
0,9038 0,0021 -0,5978 3,2855 0,9031
3| (-0,1669 0,0001 Sim
0,9031 0,0001

A.3.1) Regido de convergéncia:
O método de Newton-Raphson € um método local para encontrar raizes de uma equagéo nao

linear. Portanto, o0 sucesso da estimacdo s6 pode ser garantido se o valor inicial da raiz (xo),



denominada “estimativa inicial” ou “chute inicial”, estiver proximo do valor real (x*). Caso
contrario, o método pode convergir a um valor diferente ou até mesmo divergir. Pode definir-
se entdo uma “regido de convergéncia” (Cari, 2009) como sendo 0 espago nas variaveis x, que
dado que o método comece dentro dessa regido, a estimacéo do valor verdadeiro é garantido.
Na Figura a seguir, foi representada a regido de convergéncia de um sistema bidimensional.
Observa-se que, dentro da regido de convergéncia, comegando de p1, 0 método converge ao
valor verdadeiro p*. Por outro lado comegando de pia, que se encontra fora da regido de
convergéncia, 0 método ndo convergira ao valor verdadeiro. A figura também mostra que
existe uma regido factivel e uma regido de restricdo em aplicacdes reais. Por exemplo, uma

restricdo poderia ser que o valor inicial ndo pode ser negativo.

Regido factivel

Afortunadamente, nas aplicacdes em fluxo de carga em sistemas de poténcia, um valor inicial
préximo do verdadeiro sempre é disponivel desde que as tensdes em p.u. em todas as barras
sempre sdo proximas em pontos de opera¢cdo normal, portanto, 0 método de Newton Raphson

é amplamente utilizado nos programas comerciais.



